FACIT till TENTAMEN

Delkurs 3 E & M (5 p), ak.2, MAA 308, Ip, 1 ht 2001. Larare: Yury Shestopalov, rum 3A313, tel
054-7001856 (a)

1. Los (skriv den exakta losningen) randvérdesproblemet for en linjar differentialekvation
av andra ordningen

"y = —x, =y(x), 0 <z <3,
Horriey !

Losning. Ekvationen

y'—y=0 (2)
har karakteristiska polynomet
r?—1 (3)
med nollstéllena 7y = 1 och ro = —1. Den fullstdndiga 16sningen yo(z) till homogena ekvationen
(2) &r
Yo = Cre” + Cye™™. (4)

Bestam en partikulér 16sning y,(z) till ekvationen (1):
Yp=ax+b: yy—yp=(ax+b)"—(ax+b)=0—-ax—-b=—-2 —a=1b=0 (5

ochyy(r)=1-2+0=2x
Den fullstédndiga 16sningen till ekvationen (1) blir

y=1vyo+y,=Cre" +Coe " + . (6)

Satisfiera randvillkor
y(0) = 0= Ci+Co+0=0—Cy=—Cf; (7)
y(3) = 3—-Ce*—Cie®+3=3, Ci(*—e?)=0—-C,=0. (8)

Den (exakta) l6sningen till randvérdesproblemet (1) ar

y(e) = . (9)

2. Approximera randvirdesproblemet (1) genom att reducera det till ett linjart ekvation-
ssystem med tva obekanta. Approximera derivatan med

Yir1 — 2Yi + Yina
y" ~ 2 . (10)
Losning. Eftersom vi maste fa ett ekvationssystem med tva obekanta och ekvationen
y" —y = —x i (1) betraktas i intervallet (0,3), ar antalet delpunkter z; som tillhér (0,3) lika
med tva (antalet delintervall &r 2 + 1 = 3), sa att de hér delpunkterna x; = ih, i = 1,2, dar
h=(3-0)/3=1,sa att zy = h =1, x5 = 2h = 2. Approximera differentialoperatorn:

0y YT 2yi + ¥i1

Y
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Randvérdesproblemet (1) approximeras med

Yir1 = 2Ui + Yin
h2

—Yi=—%, 1=12 y=0,y3=3.
eller
Yir1 — Q+ Py +yior = =Rz, =12 y=0,y3=3; z1 =1, 3o=2.

Da far vi tva ekvationer

Yo — (2+ h2)y1 +yo = —hin (i=1),
Ys — (2 + h2)y2 + Y1 = —h2fL’2 (Z = 2)
eller
Yo—=3y+yo = —1 (i=1),
Yys =32+ = —2 (i=2).

Villkoren yg = 0, y3 = 3 ger ett linjart ekvationssystem med tva obekanta yi, ys

=31ty = —1,
v — 3y2 = _57
Pa matrisform, far vi
Ay =b,
dar systemetsmatrisen
-3 1
-7 4]

och hogerledet

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

3. Los det linjara ekvationssystemet med tva obekanta som approximerar (1) med hjalp
av Gusselimination (dvs, berédkna approximativa losningen). J&amfor den hér approximativa

losningen med den exakta losningen.
Lo6sning. Skriv linjara ekvationssystemet med tva obekanta som approximerar (1),

—3y1 +y2 = —1,
Y1 —3Yy2 = —O.
Utfor Gusselimination.
Steg 1.
—U +y2/3 = _1/3’
Y1 —3y2 = —5.

(17)

(18)



Steg 2.

=3y +y, = —1,
+(1/3-3)y, = —5-1/3. (19)
=3y +ty = —1,
—8/3y2 = —16/3. (20)
Steg 3.
By 42 = 1,
Yo = 2 (21)

no= (=1-2)/(=3),

Yo = 2 (22)
Losningen till systemet
Yy = 17
Y2 = 2

ger den approximativa losningen till randvardesproblemet (1).
Den exakta l6sningen till randvardesproblemet (1) ar

y(z1) = =1,
y(xg) = x9=2

och sammanfaller med den approximativa 16sningen (i punkter xy, xs).

4. Anvand (x;,y;) som interpolationsdata och konstruera en styckvis linjar interpolations-
funktionen F'(M;x) till den approximativa 16sningen {y;} till problemet (1); rita funktionskur-
van och berdkna interpolationsfelet (med 3D) i punkten

Tivros5 = Tj + 05h, 1= 1.

Losning. Styckvis linjar interpolation utforas genom att vi konstruerar en styckvis linjar
interpolationsfunktion F'(M;x) som sammanfaller med M + 1 givna interpolationsviarden. Hér
M = 3. 1 varje intervall [xy, zx41], k =0, 1,2, dér (g, yx) ar interpolationsdata

(0, y0) (21,91) (2, 2) (w3,93)

(0,0) (1,1) (2,2) (3,3)

(observera att y; = 1 och y = 2 ar den approximativa losningen till randvardesproblemet
(1), som man har bestdmt i Problem 3) fas F'(M;z) genom

A s
F(M7:C> = Yk + 7k(g/k+1 _yk)7 HS [:Ck7xk+1]7 k= 07172'

Tr41 — Tk
k=0:
T — o z—0
F(M;x):yo+x (yl—yo)—(H—1 0(1—0):93, z € 0,1].
| — _



r—I r—1
F(M;x) = —y) =1 2-1)= 1,2].
(M; ) y1+x2_$1(?/2 Y1) +2_1( Y=z, x€]l,2]
k=2
r—x x—2
F(M;z) = 1y + 2 (ys —y2) =2+ (3-2)=z, zel[2,3]

T3 — T9 3—2

sa att F(M;z) = z i varje interpolationsintervall [0, 1], [1,2], [2,3] och i hela intervallet [0, 3].
Interpolationsfelet

5. Berakna integralen
3
/ y(x)dx
0

med trapets formeln, dér {y;} ar den approximativa lésningen till problemet (1).
Losning. Anvand interpolationsdata

(o, yo) (z1,41) (2,92) (23,¥3)

(0,0) (1,1) (2,2) (3,3)

dér y; = 1 och yo = 2 &r den approximativa 16sningen till randvéardesproblemet (1), som
man har bestamt i Problem 3. Enligt trapets formeln

3
/0 y(x)dx =~ h(0.5y0 + 11 +y2 +0.5y3) =1-(0+1+2+1.5) =45

Observera att den exakta vardet
3 3

/ y(x)dx :/ vy = =

0 0 2

6. Anvind Newtons metod eller fixpunktiteration och berdkna ett positivt nollstélle till
ekvationen

y3_3:07

dér y = y(z) ar den exakta 16sningen till randvérdesproblemet (1).
Losning. Den exakta 16sningen till randvérdesproblemet (1 &r y(z) = z. Vi har

P —3=2a%-3.

Los ekvationen
f(x)=0, f(z)=2°-3, f'(v)=3z"

med Newtons metod (med 3D och avr.):

f(zn) z3 -3
nt+l — dn — = In — “ =0,1,2,.... 23
Tnt1 = X F(zn) z n (23)




n T Tptl — Tn
0 2

1 1.583 0.417

2 1.454 0.129

3 1.442 0.012

4 1.442 0.000
stop

Det positiva nollstillet till ekvationen 2® — 3 = 0 ér o ~ 1.442 med 3D.
7. Anvénd Eulers metod II (tre steg) och 16s begynnelsevardesproblemet
2 =—dx—4z, 2(0)=1, z=z(z),

med h = 0.1 (rdkna med 3D). Bestdm den exakta 16sningen och jamfor den approximativa
losningen med den exakta losningen.
Losning. Bestam den exakta losningen. Ekvationen

Z+42=0 (24)

har karakteristiska polynomet
r+4 (25)
med nollstéllet 7y = —4. Den fullstédndiga l6sningen zo(x) till den hér homogena ekvationen &r
2 = Ce ™. (26)

Bestam en partikulér 16sning z,(z):
zp=ar+b: z,+4z=(ax +b) +4(ax +b) = 4ax + (a +4b) = —4r —a=—-1,0=10.25

och z,(z) = —x 4+ 0.25.
Den fullstdndiga 16sningen till ekvationen (2) blir

z=2z+2,=Ce ™ —x+0.25. (27)
Satisfiera begynnelsevillkoret
2(00=1—-C+025=1— C =0.75. (28)

Den (exakta) l6sningen till randvardesproblemet (1) ar

z(x) = 0.75¢ % — 2+ 0.25. (29)
z(w1) = 2(0.1) = 0.75¢%* — 0.1 + 0.25 = 0.653. (30)
z(wy) = 2(0.2) = 0.75¢ %% — 0.2 + 0.25 = 0.387. (31)



z(x3) = 2(0.3) = 0.75¢"'* — 0.3 + 0.25 = 0.176.
Rekursionsformlerna av Eulers metod 11 ar

Tpni1 = Tp+h

ki = hf(zn,2n)

ke = hf(zpi1,2n + k1)
Znt1 = Zn+ 1/2(ky + ko)

Har f(x,2) = —4x — 4z = —4(x + 2),

ki1 =0.1-(—4(z, + 2n)) = —0.4(x, + 2,),
ko =0.1-(=4)((zn, +0.1) + 2, — 0.4(zp, + 2,)),
Zptl = Zp T+ 1/2(k1 + k2)a

n:0,1,2. x():o, 20:1.

Viharn=0:
]{31 = —0.4(1’0 + Z()) = —0.4,
]{32 = —04(($0 + Ol) + 20 — 04<I0 + Z())) =
—0.4(0.1 +1 — 0.4) = —0.28,
2 =29+ 1/2(—0.4—0.28) = 1 — 0.34 = 0.66.
n=1

ko = —04((x1 +0.1) + 2 — 0.4(z1 + 21)) =
—0.4(0.2 4+ 0.66 — 0.4(0.1 4+ 0.66)) = —0.4(0.86 — 0.304) = —0.222,

29 = 21 + 1/2(—0.304 — 0.222) = 0.66 — 0.263 = 0.397,

ky = —0.4(zs + 2) = —0.4(0.2 + 0.397) = —0.239,

k2 = —04((372 -+ 01) + z9 — 04(332 + 22)) =
—0.4(0.3 + 0.397 — 0.4(0.2 + 0.397)) = —0.4(0.697 — 0.239) = —0.183,
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23 = 29+ 1/2(—0.239 — 0.183) = 0.397 — 0.211 = 0.186.
Satt
z = Exakta virden, €= fel
och skriv ut berékningar (med 3D)

Tp Zn z €
0.0 1.000 1.000 0.000
0.1 0.660 0.653 0.007
0.2 0.397 0.387 0.01
0.3 0.186 0.176 0.01

8. Anpass en rat linje till foljande data

t o f(t)
12
2 6
4 3

genom att skriva och losa motsvarande minsta kvadratproblemet.
Losning. Om vi ansétter den réta linjen f(t) pa formen f = cg + ¢it, far vi minsta
kvadratproblemet med systemet

Co+ 1
Cco+2c1 =
Co + 4C1 = 3,

Vi skall losa minsta kvadratproblemet for det héar systemet; systemsmatrisen ar

11 1 1
A= 1 2 = [alag], a; = 1 , Qg = 2
1 4 1 4
och
2
b=|6
3
Vi har i
r |1 11
A= 1 2 4|
1 11 2| 24+6+3 11
ATb = 6 | = = :
1 2 4 3 2+12+12 20

; o 1+1+1 1+2+14 13 7
4 14244 1422444 | T 21|



Normalekvationen

ATAx=A"b
371 [u
791 |7 |2 |’

11 7
26 21

blir

Bestdam determinanter
3 7
7

‘:49, ‘

och 16sningen till ormalekvationen enligt Cramers regel:

. lgf ] _ [49/114/1:47/2

Den réita linjen f = 7/2 + 1/14t.

|



